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1. Historie
= Borsuk-Ulamova véta a jeji aplikace
2. Topologicky Gvod
3. Simplicidlni komplexy jako kombinatoricky popis topologickych
prostor(
4. Vlastnosti simplicialnich komplexi, jejich vztahy a vypocetn{
slozitost

= Kolabovatelnost
= Shellovatelnost
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Borsuk-Ulamova véta Uc‘;\l:

Obrazek 1: Byvald Skotska kavarna (Kawiarnia Szkocka) ve Lvové,
autor: Mykola Swarnyk, zdroj: Wikipedia, CC BY-SA 3.0
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https://commons.wikimedia.org/wiki/User:Mykola_Swarnyk
https://pl.wikipedia.org/wiki/Plik:Lviv_Prospekt_Shevchenka_27.JPG
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/deed.en

Borsuk-Ulamova véta L'j‘c‘;\l:

Znéni

= Pokud f: §" — R" je spojité zobrazeni, pak existuje x € S” takové,
ze f(x) = f(—x).
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splasknuti skonci na sobé.

Michael Skotnica Kombinatorika v topologii a opacné 3/21



Borsuk-Ulamova véta L'j‘c‘;\l:

Znéni

= Pokud f: §" — R" je spojité zobrazeni, pak existuje x € S” takové,
ze f(x) = f(—x).
= Publikovana 1933

»~Praktické” pseudoaplikace

= Pro kazdé vyfouknuti mice existuji dva antipodalni body, které po
splasknuti skonci na sobé.

= Na rovniku existuji dva antipodalni body, ve kterych je stejna
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Borsuk-Ulamova véta L'j‘c‘;\l:

Znéni
= Pokud f: §" — R" je spojité zobrazeni, pak existuje x € S” takové,
ze f(x) = f(—x).
= Publikovana 1933

»~Praktické” pseudoaplikace
= Pro kazdé vyfouknuti mice existuji dva antipodalni body, které po
splasknuti skonci na sobé.
= Na rovniku existuji dva antipodalni body, ve kterych je stejna
teplota.
= Na Zemi existuji dva antipodalni body, ve kterych je stejna teplota a

stejny tlak.
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Knesertiv graf

Definice

= Kneseriv graf K, x pro k,n € Ny, kde 2k < n
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= Vrcholy jsou k-prvkové podmnoziny {1,2,..., n}.
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Knesertiv graf

Definice

= Kneseriv graf K, x pro k,n € Ny, kde 2k < n
= Vrcholy jsou k-prvkové podmnoziny {1,2,..., n}.
= Dvé mnoziny jsou spojené hranou pravé tehdy, kdyz jsou disjunktni.

1,2
4,5 3,4
1,4 2,4
2,3 1,5

Obrazek 2: Kneseriv graf Ks»
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Kneseriiv graf — obarveni fj‘c‘i\l:

Uloha

= Chceme najit co nejmensi pocet barev potrebnych k obarveni vrcholi
grafu tak, ze z&dné dva sousedni vrcholy nemaji stejnou barvu.
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Knesertiv graf — obarveni

Uloha

= Chceme najit co nejmensi pocet barev potrebnych k obarveni vrcholi
grafu tak, ze z&dné dva sousedni vrcholy nemaji stejnou barvu.
= K, |ze takto obarvit n — 2k + 2 barvami.
= Martin Kneser 1956

Obrazek 3: Obarveni Ks» pomoci 3 barev.
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Kneseriiv graf — obarveni fj‘c‘i\l:

Uloha

= Chceme najit co nejmensi pocet barev potrebnych k obarveni vrcholi
grafu tak, ze z&dné dva sousedni vrcholy nemaji stejnou barvu.

= K,k lze takto obarvit n — 2k + 2 barvami.
= Martin Kneser 1956

Otazka: Lze K, obarvit pomoci méné barev?
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= K,k lze takto obarvit n — 2k + 2 barvami.
= Martin Kneser 1956

Otazka: Lze K, obarvit pomoci méné barev?
= Nelze!

= LaszI6 Lovasz 1978, kratce nato Imre Barany
= Oba pouzili Borsuk-Ulamovu vétu.
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Kneseriiv graf — obarveni fj‘c‘i\l:

Uloha
= Chceme najit co nejmensi pocet barev potrebnych k obarveni vrcholi
grafu tak, ze z&dné dva sousedni vrcholy nemaji stejnou barvu.
= K,k lze takto obarvit n — 2k + 2 barvami.
= Martin Kneser 1956

Otazka: Lze K, obarvit pomoci méné barev?

= Nelze!
= LaszI6 Lovasz 1978, kratce nato Imre Barany
= Oba pouzili Borsuk-Ulamovu vétu.
= Prvni isté kombinatoricky dikaz sestrojil az Jifi Matousek v roce

2002.
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Déleni nahrdelniku

c.
(a)
Ze

Uloha
= Méjme nahrdelnik obsahujici kuli¢ky t barev.

= Od kazdé barvy je sudy pocet kulicek.
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Déleni nahrdelniku oo

Uloha
= Méjme nahrdelnik obsahujici kuli¢ky t barev.
= Od kazdé barvy je sudy pocet kulicek.

= Chceme rozdélit nahrdelnik mezi 2 zlodéje pomoci co nejmensiho
poctu ,fez(" tak, aby oba zlodé&ji dostali od kazdé barvy stejny
pocet kulicek.
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Déleni nahrdelniku oo

Uloha
= Méjme nahrdelnik obsahujici kuli¢ky t barev.
= Od kazdé barvy je sudy pocet kulicek.

= Chceme rozdélit nahrdelnik mezi 2 zlodéje pomoci co nejmensiho
poctu ,fez(" tak, aby oba zlodé&ji dostali od kazdé barvy stejny
pocet kulicek.

Obrazek 3: Spravedlivé rozdéleni ndhrdelniku obsahujici 4 Cervené a 6 modrych

kulicek pomoci 2 fezd.
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Déleni nahrdelniku oo

Uloha
= Méjme nahrdelnik obsahujici kuli¢ky t barev.
= Od kazdé barvy je sudy pocet kulicek.

= Chceme rozdélit nahrdelnik mezi 2 zlodéje pomoci co nejmensiho
poctu ,fez(" tak, aby oba zlodé&ji dostali od kazdé barvy stejny
pocet kulicek.

Reseni
= Vzdy lze rozdélit pomoci t fezil, kde t je poCet barev.
= Noga Alon, Douglas B. West 1986
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Déleni nahrdelniku oo

Uloha
= Méjme nahrdelnik obsahujici kuli¢ky t barev.
= Od kazdé barvy je sudy pocet kulicek.

= Chceme rozdélit nahrdelnik mezi 2 zlodéje pomoci co nejmensiho
poctu ,fez(" tak, aby oba zlodé&ji dostali od kazdé barvy stejny
pocet kulicek.

Reseni
= Vzdy lze rozdélit pomoci t fezil, kde t je poCet barev.

= Noga Alon, Douglas B. West 1986
= Také za pomoci Borsuk-Ulamovy véty
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Topologické prostory

AN
UGN

Obrazek 3: Dvourozmérné ,koule” (vlevo a uprostied), jednorozmérna ,sféra“

(vpravo).

Obrazek 4: Dvourozmérny torus (vlevo), dvourozmérna sféra (vpravo).

Michael Skotnica
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Topologické prostory — homotopicky typ ﬁ‘c‘;\ﬁ

= Topologickym prostorlim prifazujeme rlizné objekty a parametry,
které je popisuji.
= Eulerova charakteristika
= Bettiho ¢isla
= Homologické a homotopické grupy
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= Topologickym prostorlim prifazujeme rlizné objekty a parametry,
které je popisuji.
= Eulerova charakteristika
= Bettiho ¢isla
= Homologické a homotopické grupy
= Takové parametry a objekty jsou invariantni vici ,spojité
deformaci®.

= Jsou stejné pro homotopicky ekvivalentni prostory.
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Topologické prostory — homotopicky typ

= Topologickym prostorlim prifazujeme rlizné objekty a parametry,
které je popisuji.
= Eulerova charakteristika
= Bettiho ¢isla
= Homologické a homotopické grupy
= Takové parametry a objekty jsou invariantni vici ,spojité
deformaci®.

= Jsou stejné pro homotopicky ekvivalentni prostory.

12
°
12
l

Obrazek 5: Kontrahovatelné topologické prostory.
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Aplikace Eulerovy charakteristiky G‘C‘i\l:

Obrazek 6: Symbol pro dopravni znacky ve Velké Britanii zndzorniujici
fotbalovy stadion.
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Aplikace Eulerovy charakteristiky O‘a\h

Definice

= Pocet vrchold - pocet hran + pocet stén

Fotbalovy mic¢ nelze poskladat ze samych Sestitihelniki
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Aplikace Eulerovy charakteristiky O‘a\h

Definice

= Pocet vrchold - pocet hran + pocet stén

Fotbalovy mic¢ nelze poskladat ze samych Sestitihelniki

= Fotbalovy mi¢ je dvourozmérna sféra s Eulerovou charakteristikou 2.
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Aplikace Eulerovy charakteristiky G‘C‘E\I:

Definice

= Pocet vrchold - pocet hran + pocet stén

Fotbalovy mic¢ nelze poskladat ze samych Sestitihelniki

= Fotbalovy mi¢ je dvourozmérna sféra s Eulerovou charakteristikou 2.

= Pro spor predpokladejme, Ze jsme mi¢ poskladali z n Sestithelnik(.

Mame:
= n stén,
. 62—" = 3n hran,
= 82 —2p vrcholi.

3
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= Pocet vrchold - pocet hran + pocet stén

Fotbalovy mic¢ nelze poskladat ze samych Sestitihelniki

= Fotbalovy mi¢ je dvourozmérna sféra s Eulerovou charakteristikou 2.

= Pro spor predpokladejme, Ze jsme mi¢ poskladali z n Sestithelnik(.

Mame:
= n stén,
. 62—" = 3n hran,
= 82 —2p vrcholi.

3

= Dostavame Eulerovu charakteristiku 2n — 3n+ n =0, cozZ je spor.
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Aplikace Eulerovy charakteristiky G‘C‘E\I:

Definice

= Pocet vrchold - pocet hran + pocet stén

Fotbalovy mic¢ nelze poskladat ze samych Sestitihelniki

= Fotbalovy mi¢ je dvourozmérna sféra s Eulerovou charakteristikou 2.

= Pro spor predpokladejme, Ze jsme mi¢ poskladali z n Sestithelnik(.
Mame:
= n stén,

= 62—" = 3n hran,

. 63—" = 2n vrcholi.

= Dostavame Eulerovu charakteristiku 2n — 3n+ n =0, cozZ je spor.

= Ze samych Sestithelnik( ale mizeme poskladat torus.
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Simplicialni komplexy

Definice

1. Kombinatoricka reprezentace topologickych prostor(
2. Konecny soubor mnozin K uzavieny na podmnoziny
= Pokud ¢/ C o, pak 0/ € K
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Simplicialni komplexy

c
De
4

Definice

1. Kombinatoricka reprezentace topologickych prostor(
2. Konecny soubor mnozin K uzavieny na podmnoziny
= Pokud ¢/ C o, pak 0/ € K

{0,
{a}, {b} {c}. {d}, {e}, {f} {&},
{a,b},{a,e},{b,c}. {b, e}, {c e}, {c,f} {d e}, {e f} {g f}
{a,b,e},{b,c,e}}

d e f g
@ @

a b ¢
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Preliminaries
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= Podrozdéleni
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N

Preliminaries UGN
= Podrozdélen{
[ L
= Barycentrické podrozdéleni
sdK :={{o1,...,0n}:01,...,00n €K, D #£ 0, C--- C0o,}
3
123 13 34
1 4 1 4
12 24
K sd K 2

Michael Skotnica
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Simplicialni komplexy — souvisejici problémy O‘C‘i\l:

Vnoreni do Euklidovského prostoru

= Jaké je minimalni n takové, ze kazdy d-dimenzionalni simplicialn{
komplex Ize realizovat v R"?
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Algoritmické problémy
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v R"?

= Jak tézké je pro topologicky prostor zadany simplicidlnim komplexem
rozhodnout, zda je kontrahovatelny?
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Simplicialni komplexy — souvisejici problémy O‘C‘i\l:

Vnoreni do Euklidovského prostoru

= Jaké je minimalni n takové, ze kazdy d-dimenzionalni simplicialn{
komplex Ize realizovat v R"?

Algoritmické problémy
= Jak tézké je pro simplicidlni komplex rozhodnout, jestli Ize realizovat
v R"?

= Jak tézké je pro topologicky prostor zadany simplicidlnim komplexem
rozhodnout, zda je kontrahovatelny?

= Pro dimenzi > 4 nerozhodnutelné
= Pro dimenze 2 a 3 otevieny problém, zda to lze
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Ttida NP

c
De
4

Definice

Vypocetni problém je

= ve tridé NP, pokud jsme jeho feSeni schopni ovéfit v polynomialnim
Case.
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Trida NP O‘C‘i\l:

Definice
Vypocetni problém je
= ve tridé NP, pokud jsme jeho feSeni schopni ovéfit v polynomialnim
Case.

= NP-tézky, pokud je na néj kazdy problém ze t¥idy NP prevoditelny v
polynomialnim case.
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Case.
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= NP Gplny, pokud je ve tfidé NP a zaroven je NP-tézky
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Trida NP O‘C‘i\l:

Definice
Vypocetni problém je
= ve tridé NP, pokud jsme jeho feSeni schopni ovéfit v polynomialnim
Case.

= NP-tézky, pokud je na néj kazdy problém ze t¥idy NP prevoditelny v
polynomialnim case.

= NP Gplny, pokud je ve tfidé NP a zaroven je NP-tézky

Domnénka

Pokud je problém NP tézky, nelze ho vyfesit v polynomialnim case.
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Trida NP O‘C‘E\I:

Definice
Vypocetni problém je
= ve tridé NP, pokud jsme jeho feSeni schopni ovéfit v polynomialnim
Case.

= NP-tézky, pokud je na néj kazdy problém ze t¥idy NP prevoditelny v
polynomialnim case.

= NP Gplny, pokud je ve tfidé NP a zaroven je NP-tézky
Domnénka
Pokud je problém NP tézky, nelze ho vyfesit v polynomialnim case.
Priklad

= 3-SAT (1 V- Vx3) A (—x1 Vxa V—ixa) A (X2 V X3V xq)
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Simplicialni komplexy — kolabovatelnost

= Elementarni kolaps

= K\ {o,7}, kde 7 je jedin sténa takovd, 2e 0 C 7
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Simplicialni komplexy — kolabovatelnost oo

= Elementarni kolaps

= K\ {o,7}, kde 7 je jedin sténa takovd, 2e 0 C 7

= Simplicidlni komplex K je kolabovatelny, pokud pro néj existuje
posloupnost elementarnich kolapsi, které z néj vytvori 1-bodovy
komplex.
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Kolabovatelnost — souvisejici problémy
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Algoritmické problémy

= Jak tézké je pro simplicidlni komplex rozhodnout, zda je
kolabovatelny?
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Kolabovatelnost — souvisejici problémy ﬁ‘c‘;\h

Algoritmické problémy
= Jak tézké je pro simplicidlni komplex rozhodnout, zda je
kolabovatelny?

= Pro dimenzi 2 existuje polynomidlni algoritmus.
= Pro dimenzi > 3 NP-tézké.
= Martin Tancer 2016
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= Faseta

= Sténa nejvétsi velikosti, co se tyce inkluze
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Shellovatelnost — souvisejici problémy

AN
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Algoritmické problémy

= Jak tézké je pro simplicidlni komplex rozhodnout, zda je
shellovatelny?
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Shellovatelnost — souvisejici problémy G‘C‘E\I:

Algoritmické problémy

= Jak tézké je pro simplicidlni komplex rozhodnout, zda je
shellovatelny?
= NP-tézké uz od dimenze 2

= Xavier Goaoc, Pavel Patak, Zuzana Patdkova, Martin Tancer, Uli
Wagner 2018
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Shellovatelnost — souvisejici problémy G‘C‘E\I:

Algoritmické problémy

= Jak tézké je pro simplicidlni komplex rozhodnout, zda je
shellovatelny?
= NP-tézké uz od dimenze 2
= Xavier Goaoc, Pavel Patdk, Zuzana Patdkova, Martin Tancer, Uli
Wagner 2018
= NP-tézké pro d-dimenzionalni koule, d > 3
= Pavel Patak, Martin Tancer 2024
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Kolabovatelnost a shellovatelnost

c.
(a)
Ze

Vzajemné vztahy mezi kolabovatelnosti a shellovatelnosti

= Shellovatelnost implikuje kolabovatelnost, pokud je komplex
kontrahovatelny.
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Vzajemné vztahy mezi kolabovatelnosti a shellovatelnosti

= Shellovatelnost implikuje kolabovatelnost, pokud je komplex
kontrahovatelny.

= Opaclna implikace obecné neplati:

kolabovatelny,
ale neni shellovatelny

= Za jakych podminek opacné implikace plati?
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Shellings and sheddings induced by collapses O‘C‘E\I:

= Masahiro Hachimori v roce 2008 ukazal vztah pro dimenzi 2.
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Shellings and sheddings induced by collapses

Cc.

= Masahiro Hachimori v roce 2008 ukazal vztah pro dimenzi 2.

= Necht K je 2-dimenzionalni kolabovatelny komplex.

= Pokud je link kazdého vrcholu K souvisly,
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Shellings and sheddings induced by collapses UGN

= Masahiro Hachimori v roce 2008 ukazal vztah pro dimenzi 2.
= Necht K je 2-dimenzionalni kolabovatelny komplex.

= Pokud je link kazdého vrcholu K souvisly,
link
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= pak je mozné simulovat kolapsy reverznim shellovanim sd® K.
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Shellings and sheddings induced by collapses O‘C‘E\I:

Hachimoriho véta
Necht K je 2-dimenzionalni simplicidlni komplex. Pak jsou nasledujici
tvrzeni ekvivalentni:

1. Komplex K ma shellovatelné podrozdéleni.

2. Druhé barycentrické podrozdéleni sd® K je shellovatelné.

3. Link kazdého vrcholu je souvisly a K je kolabovatelny po odebranf{
X(K) trojahelnikd, kde ¥ znadi Eulerovu characteristiku —1.
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3. Link kazdého vrcholu je souvisly a K je kolabovatelny po odebranf{
X(K) trojahelnikd, kde ¥ znali Eulerovu characteristiku —1.

Lze tuto vétu zobecnit pro vyssi dimenze?

= Hachimori ukéazal, ze implikace 1 = 2 neplati pro vyssi dimenze.
= Je ale mozné zobecnit 3 = 2.
= Thomas Magnard, MS, Martin Tancer 2019

= Jestli Ize zobecnit 2 = 3 se zatim nevi.
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